
  

  درس دوم

  هاجبر مجموعه

انـد. امـا های دیگر ریاضی بر پایه آن شـکل گرفتهترین مفاهیم ریاضی است که بسیاری از نظریهها، یکی از اساسیمجموعه

عریـف هـا تایم و مانند مفاهیمی چون نقطه و خط در هندسه که بـرای آنتاکنون به تعریف دقیقی از مجموعه دست نیافته

بودن تعریفی بیـان  ترها است. اما اگر بخواهیم برای قابل فهمنشدهگونه است و جزء تعریفدقیقی نداریم، مجموعه نیز این

دو متمایز است. معمولاً مجموعه را با یکی از حـروف بـزرگ ای از اشیا مشخص و دوبهتوانیم بگو�م مجموعه دستهکنیم، می

A ،B ،C دهیمو ... نشان می.  

  گو�م.مجموعه یک عضو آن مجموعه می به هر شیء

xنویسیم باشد، می Aعضو مجموعه  xبه طور مثال اگر  A  و اگرx  عضو مجموعهءA نویسیم نباشد میx A   

  دهیم.نمایش می {}یا   نامیم و با نمادمی مجموعه تهیای که هیچ عضوی نداشته باشد را مجموعه

  دهیم.نشان می Uمجموعه مرجع یا جهانی را معمولاً با 

نما بـا متغیـر دهیم و آن را گزارهنشان می p(x)خاصیت مشترک اعضای یک مجموعه را با نمایش مجموعه با گزاره نما: 

x خوانیم.می  A {x U | p(x)}    

Aبه عنوان مثال، در مجموعه {x | x }  2 4 مجموعه اعداد صحیح ، مجموعـه مرجـع و ،x 2 (شـرط  p(x)همـان  4

  ) است.xبرای انتخاب 



  

  ها (نمودار ون):وعهنمایش هندسی مجم

  دهیم.در نمودار ون اعضای مجموعه را درون یک شکل بسته در صفحه مانند دایره یا مستطیل یا ... نشان می

Aبه طور مثال نمودار ون مجموعه  {a,b,c,d}  است. به صورت  

های آیند که به ایـن مجموعـهه دست میهای دیگری ب، مجموعهAبا حذف برخی از اعضای مجموعه غیرتهی زیرمجموعه: 

را  Bباشـد،  A، عضـوی از مجموعـه Bتر اگـر هـر عضـوی از مجموعـه گو�م. به بیـان دقیـقمی Aهای جدید، زیرمجموعه

B  نویسیم:گو�م و میمی Aزیرمجموعه  A x;(x B x A)               B A x;(x B x A)        

A زیرمجموعه خودش است. ایمجموعههر : 1نکته  A   

   A است. Aمجموعه تهی همواره زیرمجموعه  :2نکته 

A ای، زیرمجموعه مجموعه مرجع است.هر مجموعه :3نکته  U   

A اگر: 4نکته  B است. ار ون آن به صورت باشد، نمایش نمود  

    مجموعه تهی فقط دارای یک زیرمجموعه است که خودش است.: 5نکته 

Aاگر مثال:  {a,{a},b,{a,b}} چه تعداد از موارد زیر درست است؟  

aالف)  A   (بa A    (ج{a} A    (د{a} A   

{a,b}هـ)  A    (و{a,b} A    (ز{{a,b}} A    (ح{a,{a}} A   



  

  های یک مجموعه:تعداد زیرمجموعه

nAرا به صورت  Aعضوی  nمجموعه  {a ,a , ,a } 1 2  گیریم، اگر مجموعه در نظر میB ی مجموعـه زیرمجموعـهA  باشـد و

iaعضو  A  در مجموعهB  کنیم.در کدگذاری استفاده می ۰و در غیر این صورت از رقم  ۱قرار داشته باشد از رقم  

Aبه طور مثال اگر  {a,b,c}  توانیم زیرمجموعه می ۱و  ۰با دو رقمB {b,c}  از مجموعهAمشـخص  ۰۱۱رقمی را با کـد سـه

aکنیم، چون  B  و  ۰متناظر با آن کدb,c B  گیریم یا مثلاً زیرمجموعهرا در نظر می ۱متناظر با آن کد{a} A ۱۰۰ا با کد ر 

  کنیم.متناظر می

طبق اصل ضرب تعداد کدها برابـر متناظر کرد، بنابراین  ۱و  ۰رقمی با دو رقم  nتوانیم با یک کد را می Aپس هر زیرمجموعه 

n  است با:

n

   2 2 2 2
´¤n 

   

  است. n2برابر با  Aهای گاه تعداد زیرمجموعهعضوی باشد، آن nیک مجموعه  Aاگر نکته: 

عضوی برابر با  nعضوی یک مجموعه  kهای تعداد زیرمجموعهیادآوری:  n
k

  است.   n!n
k k!(n k)!




   

     نتیجه مهم:        nn n n n
n

     2
0 1 2

   

  



  

  دهیم.نمایش می p(A)نامیم و آن را با می Aرا مجموعه توانی  Aهای مجموعه همه زیرمجموعهمجموعه توانی: 

  است. عضو n2دارای  p(A)داشته باشد، در این صورت  عضو A ،nاگر  تعداد اعضای مجموعه توانی:

Aاگر زیرمجموعه محض (سره):  B  که به طوریA Bگاه ، آنA  زیرمجموعه محض یا سرهB شود.نامیده می  

nبرابر است با:  Aاعضای زیرمجموعه محض تعداد  :1نکته  2 1   

nبرابر است با:  Aمحض (سره) ناتهی  د اعضای زیرمجموعهتعدا :2نکته  2 2   

Aموعه مج مثال: {a,b,c,d} :مفروض است. مطلوب است  

   aها شامل عضو ب) تعداد زیرمجموعه  هاالف) تعداد کل زیرمجموعه

  aها فاقد عضو د) تعداد زیرمجموعه  bو  aها شامل عضوهای ج) تعداد زیرمجموعه

  bو  aها فاقد عضوهای هـ) تعداد زیرمجموعه

n  عضو مشخص باشند، برابر است با:  kکه شامل (فاقد)  Aی هازیرمجموعهتعداد  نکته: k2   

  

  که  Aعضوی  kهای تعداد زیرمجموعه نکته:

  

عضو مشخص باشند برابر است با:  rشامل  -۱ n r
k r



   

عضو مشخص باشند برابر است با:  rفاقد  -۲ n r
k
   



  

واحـد  ۴۸های آن اضـافه کنـیم، تعـداد زیرمجموعـه Aعضو به اعضـای  ۲را در نظر بگیرید، اگر  Aمجموعه متناهی مثال: 

  ضوی است؟چند ع Aیابد. مجموعه افزایش می

  

  

دارای  Aکنـد. مجموعـه تا افزایش پیدا می p(A) ،۲۲۴اضافه کنیم، تعداد عضوهای  Aعضو جدید به مجموعه  ۳اگر مثال: 

  ؟چند زیرمجموعه سره است

  

Aاگر مثال:  {a,{a}}  باشد، مجموعهp(p(A)) چند عضو دارد؟  

  

  

Aاگر مثال:  {a,b,{a},{a,b}}  وB {a,b}  مجموعه ،A {B} چند زیرمجموعه سره غیرتهی دارد؟  

  



  

  روش عضوگیری دلخواه:

Aهرگاه بخواهیم ثابت کنیم  B های و اعضای مجموعهA  وB فی است عضوی دلخـواه ماننـد در دسترس نباشند، کاx  از

A شده نشان دهیم که های دادهفرض کنیم، سپس با استفاده از فرضx  درB جا که وجود دارد. از آنx  ،دلخواه بوده اسـت

Aایم است. بنابراین با توجه به تعریف زیرمجموعه، ثابت کرده Bدر  Aدر واقع هر عضو  B.  

  کنیم.ند ویژگی مهم را با روش عضوگیری دلخواه ثابت میدر ادامه چ

Aباشند به طوری که  Uسه مجموعه با مجموعه مرجع  Cو  Bو  Aفرض کنید : ۱ویژگی  B  وB C .  

Aثابت کنید: C   

  
  

(Aمتمم  است که متعلق  Uبرابر با مجموعه اعضایی از  Aباشد، متمم مجموعه  Uای با مجموعه مرجع مجموعه Aفرض کنید : (

Aدهیم: نمایش می Aنباشد و آن را با  Aبه مجموعه  {x U | x A}    گیریم:از تعریف متمم نتیجه می  

  x A x A    یاx A x A     

Aباشند و  Uدو مجموعه با مجموعه مرجع  Bو  A: فرض کنید ۲ویژگی  B  ثابت کنیدB A    

  

  

   Aثابت کنید:  Uبا مجموعه مرجع  Aبرای هر مجموعه دلخواه مانند : ۳ویژگی 

  



  

  اجتماع دو مجموعه

Aکه با  Bو  Aاجتماع دو مجموعه  B ای اسـت کـه اعضـایش، همـه اعضـای شود، مجموعـهنمایش داده میA  و همـه

  شود.را شامل می Bاعضای 

  A B | x U | x A x B}       

Aت کنید که ثاب Uبا مجموعه مرجع  Bو  Aهای برای مجموعه: ۱کار در کلاس  A B    

x;(x  اثبات: A x A x B) x A B           

x;(x  بنابراین داریم: A x A B) A A B         

Aداریم:  Bو  Aهر دو مجموعه دلخواه برای نکته:  A B , B A B     

Aباشند، ثابت کنیـد: اگـر  Uجع چهار مجموعه با مجموعه مر Dو  Cو  Bو  Aفرض کنیم : ۲کار در کلاس  B  وC D 

Aگاه آن C B D .  

   اثبات:

A B

C D

x A x B

x;x (A C) x B x D x (B D)

x C x D





   


         


  

    

x;[x  بنابراین داریم: (A C) x (B D)] A C B D           



  

  : ۳کار در کلاس 

A، ثابت کنید: اگرباشد Uه مرجع سه مجموعه با مجموع Cو  Bو  Aکنیم فرض  C وB C گاه آن(A B) C    

  داریم: ۲به کمک ویژگی 

  
A C

A B C C A B C
B C

 
   

 

2
  

Â¬sÄ»
   

  یا:

  

A C

B C

x A x C

x ; x (A B) x C x C x C

x B x C





   


         


  

   

  بنابراین داریم:

  x ; [x (A B) x C] A B C         

  



  

  اشتراک دو مجموعه:

Aکه آن را به صورت  Bو  Aاشتراک دو مجموعه  B ای است که عضوهای آن، همه عضـوهای دهیم، مجموعهنمایش می

  شود.را شامل می Bو  Aمشترک 

  A B {x U | x A x B}       

Aکه:  ثابت کنید Uبا مجموعه مرجع  Bو  Aهای برای مجموعهمثال:  B A   

  اثبات:

  x ; (x A B x A x B) x A          

  بنابراین داریم:

  x ; (x A B x A) A B A         

Aداریم:     Bو  Aهر دو مجموعه دلخواه برای نکته:  B A , A B B    



  

  تفاضل دو مجموعه:

Aکه با  Aاز مجموعه  Bتفاضل مجموعه  B ای شامل همه اعضای شود، مجموعهده میانمایش دA  است که متعلق بهB .نباشد  

  A B {x U | x A x B}        

  دو مجموعه مساوی:

 Aعضـوی از  Bو هـر عضـو  B، عضوی از Aباشند به طوری که هر عضو  Uدو مجموعه با مجموعه مرجع Bو  Aفرض کنیم 

Aباشد، یعنی  B  وB A  در این صورتA  باB نویسیم مساوی است و میA Bتوان تسـاوی دو . به عبارت دیگر می

A  مجموعه را به صورت زیر نوشت: B [(A B) (B A)]       

Aفرض کنید  مثال: { , } 1   مساوی است؟ Aهای زیر با مجموعهاز  یک، کدام2

x}الف)  | x x }   2 3 2 0       (ب{x | x }  1 2      (پ{x | x x }   22 3 1 0       (ت{x | x }  1 2   

Aباشند، ثابت کنید:  Uدو مجموعه با مجموعه مرجع  Bو  Aفرض کنید  مثال: B B A    

  برای اثبات حکم باید درستی دو رابطه زیر را نشان دهیم:اثبات: 
A B B A ( )
,

B A A B ( )

 

 

 

 

1

2

   

x  ):۱اثبات ( ; [x (A B) x A x B x B x A x B A] A B B A                   

x  ):۲اثبات ( ; [x (B A) x B x A x A x B x A B] B A A B                   



  

A باشند؛ ثابت کنید اگر Uدو مجموعه با مجموعه مرجع  Bو  Aفرض کنیم مثال:  B گاه آنA B .  

   اثبات:

A(زیرا    B(     A B {x U | x A x B} {x U | x B , x B} A B



            


   

Aدانیم جا که میو از آن B   در نتیجه ،A B    

Aباشند. ثابت کنید اگر  Uمجموعه با مجموعه مرجع  دو Bو  Aفرض کنید  مثال: B A B  گاه آنA B .  

Aبرای اثبات حکم باید درستی دو رابطه زیر را نشان دهیم:   اثبات: B , B A    

  
A B A B

x ; x A x A x B x A B x A B x A x B x B


               
 

    

  x ; (x A x B) A B        

Bشود به همین ترتیب ثابت می A  و در نتیجهA B   


